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ANALISI MATEMATICA B
Esercizio 1. E` data la funzione di 2 variabili reali definita da f(x, y) = x2 + 4xy + y2.
A) Determinare tutti i valori che la funzione h = ‖∇f‖2 = f 2x + f 2y assume sulla circon-
ferenza x2 + y2 = 1.
h = (2x+ 4y)2 + (4x+ 2y)2 = 20x2 + 20y2 + 32xy.
Sulla circonferenza
h = 20 + 32xy.
Coi moltiplicatori di Lagrange si ottiene il sistema
32y + 2λx = 0
32x+ 2λy = 0
x2 + y2 = 1
che fornisce i due punti di minimo (±√1/2,∓√1/2) con valore 4 e i due punti di massimo
(±√1/2,±√1/2) con valore 36. La funzione h assume sulla circonferenza tutti i valori
dell’intervallo [4, 36].
B) Determinare la massima pendenza rispetto al piano del dominio della superficie grafico
z = f(x, y) relativamente ai punti della circonferenza x2 + y2 = 1. Specificare in quali
punti della circonferenza, e per ciascuno di essi secondo quale direzione del piano, tale
massima pendenza viene assunta.
In ogni punto la massima pendenza e` assunta nella direzione del gradiente e vale ‖∇f‖.
Quindi, per A), la massima pendenza relativamente ai punti della circonferenza vale 6, e`
assunta in (±√1/2,±√1/2) secondo la direzione del gradiente in ciascuno dei due punti.
Esercizio 2. Determinare le coordinate xG, yG del baricentro geometrico G dell’insieme
A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ y ≤ 2− x2} usando l’ordine di integrazione dydx nel calcolo di xG
e l’ordine opposto dxdy nel calcolo di yG.
Con calcoli elementari (integrale unidimensionale = area del sottografico per funzioni
positive) la misura di A vale 7/6.
xG =
6
7
∫ 1
0
x
∫ 2−x2
x
dydx =
6
7
∫ 1
0
(2x− x3 − x2)dx = 5
14
.
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yG =
6
7
∫ 1
0
y
∫ y
0
dxdy +
6
7
∫ 2
1
y
∫ √2−y
0
dxdy
=
6
7
∫ 1
0
y2dy +
6
7
∫ 2
1
y
√
2− ydy = 2
7
+
12
7
∫ 1
0
(2t2 − t4)dt = 38
35
dove si e` reso razionale
∫
y
√
2− ydy con la sostituzione standard √2− y = t.
Esercizio 3. E` dato il campo vettoriale F = (u, v) con u = sin y + 2x, v = ax cos y con
a parametro reale.
A) Calcolare in funzione di a l’integrale di F lungo il segmento orientato di esterni (0, 0)
e (1, 2) nell’ordine.
Il segmento orientato si parametrizza con x = t, y = 2t, 0 ≤ t ≤ 1. L’integrale vale∫ 1
0
[sin(2t) + 2t+ 2at cos(2t)]dt =
3− a
2
+
a− 1
2
cos 2 + a sin 2
con passaggi elementari (integrali immediati + integrale per parti).
B) Determinare a in maniera che F sia esatto, trovarne poi un potenziale e verificare il
risultato di A) in questo caso.
Visto che il dominio di F e` l’intero piano, F esatto se e solo se F chiuso. Questo
equivale a cos y = a cos y da cui a = 1. Con tale valore di a i potenziali sono dati da
U =
∫
(sin y + 2x)dx = x sin y + x2 + h(y)
e
Uy = x cos y
vale se e solo se
h′(y) = 0, h(y) = c,
da cui
U = x sin y + x2 + c.
Con la differenza di potenziale
U(1, 2)− U(0, 0) = 1 + sin 2
si ottiene lo stesso risultato di A) per a = 1.
C) Provare che la funzione di variabile complessa z = x+iy ed a valori complessi f = u+iv
non e` olomorfa.
Le condizioni di Cauchy-Riemann ux = vy, vx = −uy sono false qualunque sia a.
ANALISI MATEMATICA B 3
Esercizio 4. Tracciare il grafico della funzione di variabile reale ω
g(ω) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
eiωt
(t+ i)2
dt
dopo avere osservato che g e` a valori reali.
Determiniamo i valori dell’integrale in funzione di ω. Si applica la tecnica dei residui
alla funzione di variabile complessa z = t+ iy data da
f(z) =
eiωz
(z + i)2
che ha come unica singolarita` un polo doppio per z = −i con residuo
lim
z→−i
d
dz
eiωz = lim
z→−i
iωeiωz = iωeω.
Il modulo di eiωz vale e−ωy quindi la tecnica dei residui si applica nel semipiano superiore
per ω ≥ 0 e nel semipiano inferiore per ω ≤ 0. Come funzione di ω l’integrale vale dunque
0 per ω ≥ 0 (la funzione f(z) e` olomorfa nel semipiano superiore) mentre vale
−2pii · (iωeω) = 2piωeω
per ω ≤ 0. Concludendo
g(ω) = ωeω|(−∞,0) .
Il suo grafico e` costituito dal semiasse positivo delle ω (valore zero per tali ω) unito al
grafico di ωeω relativamente ai soli ω negativi. Lo studio di questo seconda parte di grafico
non presenta difficolta` (punto di minimo per ω = −1, flesso per ω = −2, limite zero per
ω → −∞).
Esercizio 5. Si consideri la funzione di x(t) = |t||(−1,1) .
A) Calcolare la trasformata xˆ(ω) per ω 6= 0.
La funzione x(t) e` sommabile e pari.
xˆ(ω) = 2
∫ 1
0
t cos(ωt)dt =
2(ω sinω + cosω − 1)
ω2
.
B) Evidenziare il valore notevole xˆ(0), motivare e verificare la continuita` di xˆ(ω) anche
per ω = 0.
Per la funzione sommabile x(t)
xˆ(0) =
∫ +∞
−∞
x(t)dt = 1.
La trasformata di una funzione sommabile e` continua ovunque. Questo si verifica anche
per ω = 0:
lim
ω→0
2(ω sinω + cosω − 1)
ω2
= 1.
C) Dopo aver previsto il risultato, determinare la derivata debole x′ seguendo la definizione.
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Dal grafico
x′ = δ(t+ 1)− δ(t− 1)− 1|(−1,0) + 1|(0,1) .
Dalla definizione
〈x′, ϕ〉 = −〈x, ϕ′〉 =
∫ 0
−1
tϕ′(t)dt−
∫ 1
0
tϕ′(t)dt
da cui, integrando per parti,
〈x′, ϕ〉 = ϕ(−1)− ϕ(1)−
∫ 0
−1
ϕ(t)dt+
∫ 1
0
ϕ(t)dt
che si legge
〈x′, ϕ〉 = 〈δ(t+ 1)− δ(t− 1)− 1|(−1,0) + 1|(0,1) , ϕ〉
come previsto.
D) Direttamente da C), calcolare xˆ′ e verificare la relazione attesa con A).
La trasformata della funzione sommabile e dispari −1|(−1,0) + 1|(0,1) (la derivata forte di
x) vale
−2i
∫ 1
0
sin(ωt)dt =
2i(cosω − 1)
ω
.
Quindi
xˆ′ = eiω − e−iω + 2i(cosω − 1)
ω
=
2i(ω sinω + cosω − 1)
ω
che coincide, come deve, con iωxˆ.
